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1 Ââåäåíèå

1.1 Ñâîéñòâà òèòàíîâûõ ñïëàâîâ

1.1.1 Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ è ñòðóêòóðà òèòàíîâûõ ñïëàâîâ

Õàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèàëà ÂÒ9 (Ìàðî÷íèê ñòàëè è ñïëàâîâ, www.splav.kharkov.com):
Êëàññèôèêàöèÿ : Òèòàíîâûé äåôîðìèðóåìûé ñïëàâ
Ïðèìåíåíèå: äåòàëè, ðàáîòàþùèå ïðè òåìïåðàòóðå äî 500◦C;
Êëàññ ïî ñòðóêòóðå α + β

Äî òåìïåðàòóðû îêîëî 882◦Ñ òèòàí èìååò ïëîòíî óïàêîâàííóþ ãåêñàãîíàëüíóþ
ñòðóêòóðó, èçâåñòíóþ ïîä íàçâàíèåì α-ìîäèôèêàöèè. Ïðè òåìïåðàòóðå 882◦Ñ íà-
ñòóïàåò ïðåâðàùåíèå ñòðóêòóðû â âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ ìîäèôèêàöèþ β -òèòàíà ñ
êóáè÷åñêîé îáúåìíî-öåíòðèðîâàííîé ðåøåòêîé.

Õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ìàòåðèàëà ÂÒ9
Ti - îñíîâà; ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå Ti äàíî ïðèáëèçèòåëüíî:

Fe - up to 0.25
C - up to 0.1
Si - 0.2-0.35
Mo -2.8-3
N - up to 0.05
Ti - 86.785 - 90.4
Al - 5.8-7
Zr - 0.8-2
O - up to 0.15
H - up tp 0.015
Other - 0.3

1.1.2 Ïðåäåë ïðî÷íîñòè òèòàíîâûõ ñïëàâîâ

Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðè 20◦C:
sâ 1050-1300 MPa (Ïðåäåë êðàòêîâðåìåííîé ïðî÷íîñòè; Tensile strength)
d5 8-16% (Îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå ïðè ðàçðûâå)
y 25-45% (Îòíîñèòåëüíîå ñóæåíèå)
E 118 MPa (Ìîäóëü óïðóãîñòè ïåðâîãî ðîäà)

Ïðè ïîâûøåíèè òåìïåðàòóðû äî 250◦Ñ ïðî÷íîñòü òèòàíà ñíèæàåòñÿ ïî÷òè â 2
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ðàçà. Îäíàêî æàðîïðî÷íûå Ti-ñïëàâû ïî óäåëüíîé ïðî÷íîñòè â èíòåðâàëå òåìïåðà-
òóð 300�600◦Ñ íå èìåþò ñåáå ðàâíûõ; ïðè òåìïåðàòóðàõ âûøå 600◦Ñ ñïëàâû òèòàíà
óñòóïàþò ñïëàâàì íà îñíîâå æåëåçà è íèêåëÿ.

1.1.3 Êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ òèòàíà è åãî ñïëàâîâ.

T (◦K) 200 293 500 800 1100

α 7.4 8.6 9.9 11.1 11.7

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, æåëàòåëüíî èìåòü ïðîñòîå ïðèáëèæåíèå α(T ).
Õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñëåäóþùåé ôóíêöèé:

α(T ) = α0 + β · (T − T0)γ , (1.1)

ãäå α0 = 6.91, β = 0.35, T0 = 236.4, è γ = 0.39.

1.2 Ïðèïîé Ïñð72

Ñåðåáðî 72%, Ìåäü Îñòàëüíî

Ñåðåáðî-ìåäü ýâòåêòè÷åñêèé ñïëàâ (72Ag-28Cu):
Tensile Strength, Ultimate 345 MPa
Elongation at Break 9.00

Copper Young modulus 17E6 PSI
Silver Young modulus 83 GPa

Òîëùèíà ñëîÿ ïðèïîÿ ÏÑð 72, 0.04± 0.01mm

Òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ 779◦C

1.2.1 Êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðèïîÿ Ïñð72

Íå èçâåñòíû äàííûå êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ñïëàâà Ïñð72.
Îäíàêî, ïîëàãàÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé êîýôôèöèåíòîâ òåïëîâîãî ðàñ-

øèðåíèÿ ñåðåáðà (αAg) è ìåäè (αCu), äîëæíî äàòü íàì äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëè-
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æåíèå. Â òàáëèöå ïîêàçàíû ýòè êîýôôèöèåíòû ([2]), è α = 0.72 · αAg + 0.28 · αCu (â
10−6/K).

T (◦K) 200 293 500 800 1100

αAg 17.8 18.9 20.6.5 23.7 27.1

αCu 15.2 16.5 18.3 20.3 23.7

α 17.07 18.2 20.0 22.75 26.15

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå õîðîøåå äëÿ α(T ), äëÿ òåìïåðàòóð îò
200K äî 1100K

α(T ) = αa + αb · T (1.2)

ãäå αa = 15.13 · 10−6/K, è αb = 0.01 · 10−6/K2.

1.3 Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà Ñàïôèðà

Ñàïôèð (Al2O3) èìååò ðîìáîýäðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó è ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àíèçîòðîïíûì
ìàòåðèàëîì.

Ïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ: 400 MPa ïðè 20 ◦C, 275 MPa ïðè 500 ◦C, 355 MPa ïðè
1000 ◦C

ÌîäóëüÞíãà, E 435 GPa // c ïðè 25 ◦C è 386 GPa // c ïðè 1000 ◦C Êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà 0.28-0.33

Â òðèãîíàëüíîì êðèñòàëëå, êàê èçâåñòíî, øåñòü íåçàâèñèìûõ êîíñòàíò óïðóãî-
ñòè, êàê ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì óðàâíåíèè:
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


σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12




=




C11 C12 C13 C14 0 0

C12 C11 C13 −C14 0 0

C13 C13 C33 0 0 0

C14 −C14 0 C44 0 0

0 0 0 0 C44 C14

0 0 0 0 C14
1
2 (C11 − C12)







ε11

ε22

ε33

γ23

γ13

γ12




(1.3)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ èíæåíåðíîå îáîçíà÷åíèå: γ12 = 2ε12, γ13 = 2ε13, è γ23 = 2ε23.
Wachtman et. al. (1960) äàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: (C11, C33, C44, C12, C13, C14) =

(496.8, 498.1, 147.4, 163.6, 110.9,−23.5) GPa, ãäå îñè x1 è x3 ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè a−
è c−, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.

Íàì îäíàêî íóæíû ïàðàìåòðû òåíçîðà æåñòêîñòè â ïîâ¼ðíóòîé ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1, ãäå Êàðòåçÿíñêèå êîîðäèíàòû (x, y) íàõîäÿòñÿ â
R−ïëîñêîñòè, à îñü (z) ïåðïåíäèêóëÿðíà åé.

Ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ òðèâèàëüíî ïðîñòîå.
Äëÿ îáùèõ ïðåîáðàçîâàíèé âðàùåíèÿ, êîãäà âðàùåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü êàæäîé

èç îñåé, ìû èìååì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ R äëÿ âåêòîðà:

R =




cosα · cosβ + sinα · sinθ · sinβ sinα · sinθ −cosα · sinβ + sinα · sinθ · cosβ

−sinα · cosβ + cosα · sinθ · sinβ cosα · cosθ sinα · sinβ + cosα · sinθ · cosβ

cosθ · sinβ −sinθ cosθ · cosβ




(1.4)

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå, êîòîðûé íàñ èíòåðåñóåò, êîãäà âðàùåíèå âäîëü x1 îñè
òîëüêî, êàê íà ðèñóíêå 1, ìû èìååì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòî-
ðîâ:
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R =




1 0 0

0 cosθ sinθ

0 −sinθ cosθ




(1.5)

Ïðåîáðàçîâàíèå òåíçîðîâ ïðè âðàùåíèè ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûì.
Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, z) (ñðàâíè ñ ðèñóíêîì 1), òåíçîð æåñòêîñòè C, (1.3),

áóäåò: C′ = Q−TCQ−1, ãäå Q ìàòðèööà âðàùåíèÿ [9, 5].
Ïîëó÷àåì:

Q =




a2
11 a2

12 a2
13 2a12a13 2a11a13 2a12a11

a2
21 a2

22 a2
23 2a22a23 2a21a23 2a21a22

a2
31 a2

32 a2
33 2a32a33 2a31a33 2a31a32

a21a31 a22a32 a23a33 a22a33 + a23a32 a21a33 + a23a31 a21a32 + a32a31
a11a31 a12a32 a13a33 a12a33 + a13a32 a11a33 + a13a31 a11a32 + a12a31
a11a21 a12a22 a13a23 a12a23 + a13a22 a11a23 + a13a21 a11a22 + a12a21




(1.6)

È äàëüøå:

Q =




1 0 0 0 0 0
0 C2 S2 2CS 0 0
0 S2 C2 −2CS 0 0
0 −CS CS C2 − S2 0 0
0 0 0 0 C −S

0 0 0 0 S C




(1.7)

ãäå C == cosθ è S == sinθ.
Îáðàòíóþ òðàíñôîðìàöèþ ïîëó÷àåì èçìåíÿÿ çíàê sinθ.
Ïîëó÷àåì:
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c′11 = C11
c′12 = cos2θ · C12 + sin2θ · C13 + 0.5 · sin(2θ) · C14
c′13 = sin2θ · C12 + cos2θ · C13 − 0.5 · sin(2θ) · C14
c′14 = −sin(2θ) · C12 + sin(2θ) · C13 + cos(2θ) · C14
c′21 = c′12
c′22 = cos2θ · C11 + 2 · sin2θ · cos2θ · C13 − 0.5 · sin(2θ) · sin2θ · C14 + sin4θ · C33

+cos2θ · sin2θ · C44
c′23 = sin2θ · cos2θ · C11 + (cos4θ + sin4θ) · C13

+0.5 · sin(2θ) · cos(2θ) · C14 + sin2θ · cos2θ · C33 − cos2θ · sin2θ · C44
c′24 = −0.5 · sin(2θ) · cos2θ · C11 + 0.5 · sin(2θ) · cos(2θ) · C13 + (2cos2θ · sin2θ − cos4θ) · C14

+0.5 · sin(2θ) · sin2θ · C33 + 0.5 · sin(2θ) · cos(2θ) · C44
c′31 = c′13
c′32 = c′23
c′33 = sin4θ · C11 + 2cos2θ · sin2θ · C13 + sin(2θ) · sin2θ · C14 + cos4θ · C33 + cos2θ · sin2θ · C44
c′34 = −sin(2θ) · sin2θ · C11 + 0.5 · sin(2θ) · sin2θ · C13 − sin(2θ) · cos2θ · C13 − sin2θ · (3cos2θ − sin2θ) · C14

+sin(2θ) · cos2θ · C33 − 0.5 · cos(2θ) · sin(2θ) · C44
c′41 = c′14
c′42 = c′24
c′43 = c′34
c′44 = 2cos2θ · sin2θ · C11 − 4cos2θ · sin2θ · C13 + 3 · cosθ · sinθ · cos(2θ) · C14 + 2cos2θ · sin2θ · C33 + cos(2θ)2 · C44
c′55 = cos2θ · C44 − sin2θ · 0.5(C11 − C12)
c′56 = 0.5 · sin(2θ) · C44 + cos(2θ) · C14 − 0.5 · sin(2θ) · 0.5(C11 − C12)
c′65 = c′56
c′66 = sin2θ · C44 + sin(2θ) · C14 + cos2θ · 0.5(C11 − C12)

(1.8)

Äëÿ óãëà θ = 57.11◦ ïîëó÷àåì:

C′ =




496.8 115.72 158.78 −38.42 0 0
115.72 478.47 245.39 −29.496 0 0
158.78 245.39 351.97 20.62 0 0
−38.42 −29.496 −20.62 359.49 0 0

0 0 0 0 −74.01 0.886
0 0 0 0 0.886 131.63




MPa (1.9)

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ââåäåíèÿ â Comsol ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ïîëíîé àíèçîòðîïíîé ñèòóàöèè.
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Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â Comsol ÿâëÿåòñÿ ãî-
ðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè, è ãîðàçäî áîëåå
òî÷íîé, ïðè èçó÷åíèè ñèììåòðè÷íîé ïðîáëåìû, âîçìîæíî, â óìåíüøåííûõ ðàçìåðàõ
(2D, à íå 3D). Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñàïôèðà ôàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷-
íû â z-ïëîñêîñòè. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïàðàìåòð æåñòêîñòè C33 ïî÷òè èäåíòè÷íû
ñ C11 = C12, ìû íå îæèäàåì îãðîìíîãî ðàçëè÷èÿ â ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìåæäó
z-ïëîñêîñòåé è äðóãèìè.

E1 =
(
c11c22c33 + 2c23c12c13 − c11c223 − c22c213 − c33c212

)
/

(
c22c33 − c223

)

E2 =
(
c11c22c33 + 2c23c12c13 − c11c223 − c22c213 − c33c212

)
/

(
c11c33 − c213

)

E3 =
(
c11c22c33 + 2c23c12c13 − c11c223 − c22c213 − c33c212

)
/

(
c11c22 − c212

)

ν21 = (c12c33 − c13c23) /
(
c11c33 − c213

)

ν12 = (c12c33 − c13c23) /
(
c22c33 − c223

)

ν31 = (c13c22 − c12c23) /
(
c11c22 − c212

)

ν13 = (c22c13 − c12c23) /
(
c22c33 − c223

)

ν23 = (c11c23 − c12c13) /
(
c11c33 − c213

)

ν32 = (c11c23 − c12c13) /
(
c11c22 − c212

)

G23 = c44
G13 = c55
G12 = c66

(1.10)

Äëÿ R−ïëîñêîñòåé, â MPa:

E1 = 468.66
E2 = 338.82
E3 = 226.04
ν21 = 0.012
ν12 = 0.016
ν31 = 0.212
ν13 = 0.440
ν23 = 0.692
ν32 = 0.462
G23 = 359.49
G13 = −74.01
G12 = 131.63

(1.11)
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1.4 Êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ Ñàïôèðà

T (◦K) 200 293 500 800 1100

α
‖c
sapph

4.1 4.8 7.9 8.9 9.8

α⊥c
sapph 3.0 6.6 7.4 8.3 9.1

Äëÿ ñàïôèðà â R−ïëîñêîñòè [3] (National Institute of Standards and Technology
Reference Data):

T (◦K) 293 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 900 1000 1100

αr 5.38 5.48 6.12 6.61 7.0 7.32 7.59 7.82 8.02 8.20 8.37 8.52 8.79 9.05 9.29

Ïîëó÷àåì ((1.1.3)): α0 = −27.9, β = 26.46, T0 = 195.1, è γ = 0.05.
Êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ â r−íàïðàâëåíèè åñòü ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ â íàïðàâëåíèè îñåé c− è ïåðïåíäèêóëÿðíîì c:

αr = cos2(θ) · α‖ + sin2(θ) · α⊥ (1.12)

Åñòü íåêîòîðûå íåñîãëàñèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè α‖, α⊥ â ëèòåðàòóðå.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ññûëêà [3] îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå òî÷íûõ äàííûõ. Ìû
èñïîëüçóåì òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü àíèçîòðîïèè âûâåäåíóþ èç äàííûõ, îïóá-
ëèêîâàííûõ â CRC Handbook ([1]), è íà èõ îñíîâå è íà îñíîâå (1.12), ìû íàéäåì
ïàðàìåòðû α‖ è α⊥.

Àíèçîòðîïèþ a(T ) = α‖/α⊥ âûøå 200K õîðîøî îòðàæàåò ôóíêöèÿ:

a(T ) = δ + ζ/Tκ (1.13)

ãäå δ = 1.09, ζ = 8.74, κ = 0.88, à òåìïåðàòóðà â Êåëâèíàõ.
Ïîëó÷àåì:

α⊥ =
αR(T )

a(T ) · cos2(θ) + sin2(θ)
(1.14)

α‖ = α⊥ · a(T ) (1.15)
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1.5 Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ

Ïðè ðàñ÷åòå îñòàòî÷íûõ äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé ñ ïîìîùüþ Comsol Multiphisics,
íàäî ââåñòè íà÷àëüíóþ è êîíå÷íóþ òåìïåðàòóðó ìàòåðèàëîâ è êîýôôèöèåíòîâ òåï-
ëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, êîýôôèöèåíòû òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ çàâèñèÿò îò
òåìïåðàòóðû, è íåò ñïîñîáà ââåñòè ýòè ïàðàìåòðû â ïðîãðàììó. Ïî ýòîìó ìû äîëæíû
âû÷èñëèòü ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, αeff , ïðè çàäàííîì
äèàïàçîíå òåìïåðàòóð îò T1 äî T2:

∆L

L
= αeff · (T2 − T1) =

∫ T2

T1
α(T ) · dT (1.16)

Îäíàêî, çíàíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ àíèçîòðîïèè ïðè T1 è T2 íå ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íûì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýôôåêòèâíîãî êîýôôèöèåíòà òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ. Åãî
íàäî âû÷èñëèòü èñïîëüçóÿ èíòåãðàëû óðàâíåíèé (1.14) è (1.15):

α⊥eff =
1

T2 − T1
·
∫ T2

T1

αR(T )

(δ + ζ/Tκ) · cos2(θ) + sin2(θ)
dT (1.17)

α
‖
eff

=
1

T2 − T1
·
∫ T2

T1
α⊥ ·

(
δ + ζ/Tκ)

dT (1.18)

Äëÿ ñàïôèðà ïîëó÷àåì: α⊥eff = 7.503 · 10−6/K è α
‖
eff

= 8.414 · 10−6/K

Â èòîãå ïîëó÷àåì:

αeff =




7.503 0 0

0 8.145 0

0 0 7.77




10−6/K (1.19)

Òîëùèíà ñëîÿ ñàïôèðîâîé ïîäëîæêè Ý×Ï, 80-110 ìêì (for sensor up to 1.6 MPa)
140-200 ìêì (for sensor for higher pressures) than 1.6 MPa)
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1.6 Äèàïàçîí ïàðàìåòðîâ è õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëèðóåìîãî
îáúåêòà

Ýëåìåíò ïîëóïðîâîäíèêîâûé ÷óâñòâèòåëüíûé (ÝÏ×) ìèêðîýëåêòðîííîãî îäíîìåì-
áðàííîãî òåíçîïðåîáðàçîâàòåëÿ (ÒÏ) ñåðèè ÌÄ (ÂÌÈÓ.408854.039, ÒÓ4212-163-00227459-
98) è PT (ÂÌÈÓ.408854.074, ÒÓ4212-281-00227459-2008), âûïóñêàåìûõ ÇÀÎ ¾ÎÐ-
ËÝÊÑ¿, èçãîòàâëèâàåòñÿ èç ÊÍÑ (êðåìíèé íà ñàïôèðå) ñòðóêòóðû ìåòîäîì ôîòî-
ëèòîãðàôèè ïîñëå íàñûùåíèÿ êðåìíèÿ áîðîì äî âåëè÷èíû óäåëüíîãî ïîâåðõíîñòíîãî
ñîïðîòèâëåíèÿ 4,0-5,5 Îì/êâ è ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ òåíçî÷óâñòâèòåëüíóþ ñõåìó â
âèäå ìîñòà Óèòñòîíà, â èñïîëíåíèè ¾Çàìêíóòûé ìîñò¿ èëè ¾Ðàçîìêíóòûé ìîñò¿,
ñôîðìèðîâàííóþ â âèäå ìåçàñòðóêòóðû èç ãåòåðîýïèòàêñèàëüíîãî êðåìíèÿ ñ êðè-
ñòàëëîãðàôè÷åñêîé îðèåíòàöèåé (001) íà ñàïôèðîâîé ïîäëîæêå ñ ïëîñêîñòüþ êðè-
ñòàëëîãðàôè÷åñêîé îðèåíòàöèè (012) (r-ïëîñêîñòü) ñ òîëùèíîé îò 80 äî 200 ìêì.

Êðåìíèåâûå òåíçîðåçèñòîðû îðèåíòèðîâàíû âäîëü íàïðàâëåíèé <110> ïëîñêî-
ñòè êðåìíèÿ, îäíà ïàðà èç êîòîðûõ îðèåíòèðîâàíà ïàðàëëåëüíî ðàäèóñó ìåìáðà-
íû, à äðóãàÿ � ïåðïåíäèêóëÿðíî. ÝÏ× ðàñïîëàãàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè òèòàíîâîé
àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ìåìáðàíû èç ñïëàâà ÂÒ9, ñî ñëîåì ïðèïîÿ ÏÑð72 òîëùè-
íîé 0,04±0,01 ìì ìåæäó íèìè, îáðàçóÿ ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò (×Ý) ÒÏ.

Ñàïôèðîâàÿ ïîäëîæêà ÊÍÑ-ñòðóêòóðû, òèòàíîâàÿ ìåìáðàíà è ñëîé ïðèïîÿ ìåæ-
äó íèìè îáðàçóþò òð¼õñëîéíóþ (ñàïôèð-ïðèïîé-òèòàí) ìåìáðàíó, ÿâëÿþùóþñÿ óïðó-
ãèì ýëåìåíòîì (ÓÝ) ÒÏ è, ñîîòâåòñòâåííî, ìåõàíè÷åñêîé ÷àñòüþ ×Ý ÒÏ.

Ìàêñèìàëüíîå ðàáî÷åå äàâëåíèå ìîäåëèðóåìûõ ÒÏ ëåæèò â äèàïàçîíå îò 1,6
ÌÏà äî 150 ÌÏà è îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ÒÓ.

Äèàïàçîí ðàáî÷èõ òåìïåðàòóð îïðåäåë¼í ÒÓ è ìîæåò ëåæàòü â äèàïàçîíå îò
-50◦C (ÒÏ ñåðèè ÌÄ) äî +200◦C (ÒÏ ñåðèè PT-3XX-XXX).

Äèàìåòð òèòàíîâîé ìåìáðàíû îò 2,5 äî 5,8 ìì, òîëùèíà îò 0,11 äî 1,8 ìì. Ó
ìåìáðàíû, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ èçìåðåíèÿ ìàëûõ äàâëåíèé, ìîæåò áûòü æåñòêèé
öåíòð (ÒÏ ÌÄ10-1,6-V èìååò æåñòêèé öåíòð äèàìåòðîì 2,8 ìì è òîëùèíîé 1 ìì).
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Ðèñ. 1: Êðèñòàëëîãðàôè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñàïôèðà, Al2O3. Ïàðàìåòðû ðåøåòêè (ïðè
20◦ C): a = 4.758�A è c = 12.991�A. Ñèñòåì êîîðäèíàò R−ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ ÷åðåç
âðàùåíèå êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû (x1, x2, x3) íà óãîë θ âîêðóã îñè x1. Ïîñëå íåñëîæíûõ
ðàñ÷åòîâ, ìû íàõîäèì, ÷òî óãîë θ = 57.11◦.
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2 Êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå òîíêîé ïëàñòèíû

2.1 Îãðàíè÷åíèÿ Òåîðèè

Òåîðèÿ íå ó÷èòûâàåò ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé äåôîðìàöèè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåò íè-
êàêîé äåôîðìàöèè ïëàñòèíû â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ ïëà-
ñòèíû. Òîëüêî äåôîðìàöèÿ ó÷èòûâàåòñÿ â z-íàïðàâëåíèè. Îäíàêî, äåôîðìàöèè â r-
íàïðàâëåíèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ó÷¼òîì ïîëó÷åíîé äåôîðìàöèè â z-íàïðàâëåíèè.

Òåîðèÿ ïðåäïîëàãàåò òàêæå, ÷òî âñå ïåðåìåùåíèÿ ìàëû.
Íåñìîòðÿ íà óïîìÿíóòûå âûøå îãðàíè÷åíèÿ, òåîðèÿ îïèñûâàåò øèðîêèé êðóã

ïðàêòè÷åñêèõ ïðîáëåì è êðàéíå ïîëåçíà â òåñòèðîâàíèè ïîäëèííîñòè ÷èñëåííûõ ðå-
çóëüòàòîâ.

2.2 Çàâèñèìîñò ìåæäó ïåðåìåùåíèåì è äåôîðìàöèåé

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, ëèíåéíî óïðóãèì òåëîì, ñ
ìîäóëåìÞíãà E è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν. Ìû äîëæíû íàéòè ïîëå ïåðåìåùåíèÿ
ui, ïîëå äåôîðìàöèè εij è ïîëå íàïðÿæåíèÿ σij .

εij =
1
2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj

∂xi

)
(2.1)

À â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

εrr = ∂u
∂r

εθθ = 1
r

∂ν
∂θ

+ u
r

εzz = ∂w
∂z

εrθ = 1
2

(
∂ν
∂r

+ 1
r

∂u
∂θ

− ν
r

)

εθz = 1
2

(
1
r

∂w
∂θ

+ ∂ν
∂z

)

εzr = 1
2

(
∂u
∂z

+ ∂w
∂r

)

(2.2)
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2.3 Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå îòíîøåíèå

σij =
E

1 + ν

(
εij +

ν

1− 2ν
εkkδij

)
(2.3)

èëè:

σxx = E
(1+ν)(1−2ν)

[
(1− ν)εxx + ν(εyy + εzz)

]

σyy = E
(1+ν)(1−2ν)

[
(1− ν)εyy + ν(εzz + εzz)

]

σzz = E
(1+ν)(1−2ν)

[
(1− ν)εzz + ν(εxx + εyy)

]

σxy = E
(1+ν)εxy

σyz = E
(1+ν)εyz

σzx = E
(1+ν)εzx

(2.4)

Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, îòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðè
çàìåíå σij íà σkl, èòä.

2.4 Óðàâíåíèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå, èìååò âèä (äëÿ êàæäîãî j−íàïðàâëåíèÿ):

∂σij

∂xi
+ bj = 0 (2.5)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåõ i−èíäåêñàõ, è bj ÿâëÿåòñÿ îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ âíóòðåííèõ ñèë.

Â öèëëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, îáùàÿ ôîðìà âûøåîïèñàííîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé áóäåò èìåòü âèä:
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∂σrr
∂r

+ 1
r

∂σrθ
∂θ

+ ∂σrz
∂z

+
σrr−σθθ

r + br = 0

∂σrθ
∂r

+ 1
r

∂σθθ
∂θ

+
∂σθz
∂z

+
2σrθ

r + bθ = 0

∂σrz
∂r

+ 1
r

∂σθz
∂θ

+ ∂σzz
∂z

+ σrz
r + bz = 0

(2.6)

2.5 Óðàâíåíèÿ ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

×òîáû íàéòè óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ìîìåíòû ñèëû.

Mx =
∫ h/2
−h/2 zσxxdz

My =
∫ h/2
−h/2 zσyydz

Mxy =
∫ h/2
−h/2 zσxydz

Qxz =
∫ h/2
−h/2 σxzdz

Qyz =
∫ h/2
−h/2 σyzdz

(2.7)

Â ðàâíîâåñèè:

Qyz =
∂Mxy

∂x
+

∂My
∂y

Qxz =
∂Mxy

∂y
+ ∂Mx

∂x

∂Qxz
∂x

+
∂Qyz

∂y
= −pz

(2.8)

Ìû îáúåäèíÿåì âûøå óðàâíåíèÿ, äëÿ ëèêâèäàöèè Qxz è Qyz:

∂2Mx

∂x2 + 2
∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2My

∂y2 = −pz (2.9)

Òåïåðü ìû ìîæåì íàïèñàòü âûøåîïèñàííîå â âèäå èíòåãðàëîâ:
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∫ h/2

−h/2

(
∂2σxx

∂x2 + 2
∂2σxy

∂x∂y
+

∂2σyy

∂y2

)
dz = −pz (2.10)

Â ýòîé ìîìåíò, ìû çàìåíÿåì ñòðåññ íàïðÿæåíèåì, ÷òîáû, íàêîíåö, ïîëó÷èòü:

∫ h/2

−h/2

Ez2

1− ν2 dz

(
∂4w

∂x4 + 2
∂4w

∂x2∂y2 +
∂4w

∂y4

)
= −pz (2.11)

Ïðè÷åì, äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ïàðàìåòð èçãèáà (æåñòêîñòè) D:

D =
∫ h/2

−h/2

Ez2

1− ν2 dz =
Eh3

12
(
1− ν2

) (2.12)

Ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì, ìû ìîæåì íàïèñàòü óðàâíåíèå Classical Plate Equation â
âèäå:

∇4w =
p

D
(2.13)

ãäå

∇4 =

(
∂4

∂x4 + 2
∂4

∂x2∂y2 +
∂4

∂y4

)
(2.14)

Îòìåòèì, ÷òî p è D áûëè ïðèíÿòû êàê ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû ïðè âûâîäå óðàâ-
íåíèÿ (2.13). Â áîëåå òî÷íîì (è áîëåå îáùåì ñëó÷àå), êîãäà D ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
êîîðäèíàò, èíòåãðàöèÿ â (2.12) äîëæíà áûòü ñäåëàíà â (2.9), ÷òî ïðèâåäåò ê ñëåäó-
þùåìó óðàâíåíèþ:

∇2D(x, y, z)∇2w(x, y, z) = pz(x, y) (2.15)

Â öèëëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò òàêîé æå, ïðè
èçìåíåíèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∇2, è èçìåíåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà ∇4, ãäå
∇2 èìååò âèä:

∇2 =
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2 (2.16)
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Óðàâíåíèå (2.13) (ñ D íåçàâèñèìûì îò êîîðäèíàò) ïðèâîäèò íàñ, íàêîíåö, ê
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ íà w(r):

D

(
d4w

dr4
+

2
r

d3w

dr3
− 1

r2
d2w

dr2
+

1
r3

dw

dr

)

= D
1
r

d

dr

(
r

d

dr

(
1
r

d

dr

(
r
dw

dr

)))
= p (2.17)

Ïîñëå èíòåãðàöèè, ìû ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå:

w =
1

64D
pr4 + C1r2ln(r) + C2ln(r) + C3r2 + C4, (2.18)

ãäå ïàðàìåòðû C1, C2, C3 è C4 ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðûå áóäóò îïðå-
äåëåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ïåðåìåùåíèå w â r = 0, äîëæíî áûòü êîíå÷íûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, C1 è C2 äîëæ-
íû áûòü ðàâíû 0. Áåç ýòèõ óñëîâèé êðèâèçíà â r = 0 áóäåò òàêæå áåñêîíå÷íà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïðîñòîìó ðåøåíèþ:

w =
1

64D
pr4 + C3r2 + C4 (2.19)

3 Ïðèêðåïëåííàÿ ïëàñòèíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëàñòèíà óñòàíîâëåíà â r = R. Ñëåäîâàòåëüíî, w(r = R) = 0, è ìû
èìååì:

1
64D

pR4 + C3R2 + C4 = 0; (3.1)

Íî ìû òàêæå äîëæíû èìåòü dw/dr ðàâíî 0 â r = R:

1
64D

4pR3 + 2C3R = 0; (3.2)

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì:

C3 = − 1
64D

2pR2; C4 =
1

64D
pR4 (3.3)
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È äàëüøå:

w =
p

64D

(
r2 −R2

)2 (3.4)

3.1 u(r) - ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ òîíêèõ ïëàñòèí íå âêëþ÷àåò ðàññóæäåíèé î ðàäèàëüíîé ñî-
ñòàâëÿþùåé äåôîðìàöèè, êàê óæå áûëî îáúÿñíåíî. Îäíàêî, äåôîðìàöèè â r-íàïðàâëåíèè,
u(r), ìîæíî âû÷èñëèòü èç w(r), òî åñòü èç ïîëó÷¼íûõ äåôîðìàöèé â z-íàïðàâëåíèè.
Ýòèì çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ Òèìîøåíêî è Êðèãåð-Âîéíîâñêîãî [4]. Íà å¼ îñíîâå ïîëó-
÷àåì [4]:

u(r) =
h

2
dw

dr
(3.5)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (3.4), ìû ïîëó÷àåì:

u(r) = 2
h

R
· p

64D
· r

R
·
(( r

R

)2 − 1
)
·R4 (3.6)

3.2 Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εzr(r)

Â Classical Thin Plate Theory, ðàäèàëüíûå è z−-äåôîðìàöèé u è w íå çàâèñÿò îò z.
Êðîìå òîãî, îíè íå çàâèñÿò îò ïîëÿðíîãî óãëà θ, â ñëó÷àå öèëëèíäðè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèè, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò. Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèÿõ (2.2) ∂w/∂θ, ∂u/∂θ, è ∂ν/∂θ

äîëæíû áûòü ðàâíû 0, ∂w/∂z, ∂u/∂z, ∂ν/∂z äîëæíî áûòü 0.
Òåïåðü ìû ïðèíèìàåì âî âíèìàíèå, ÷òî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü (r), è, ñ âûøåóêà-

çàííûìè óñëîâèÿìè, ìû âíîñèì èçìåíåíèÿ â óðàâíåíèÿ (2.2) íà òåíçîð äåôîðìàöèé,
â ñëåäóþùèé íàáîð:

εrr = du
dlr

εθθ = u
r

εzr = 1
2

dw
dr

(3.7)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì:
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εzr(r) =
p

32D

( r

R

)
·
(( r

R

)2 − 1
)
·R3 (3.8)

3.3 εrr(r) - ðàäèàëüíûé êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3.7), ðàäèàëüíûé êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè â öèëëèíäðè÷åñêî-
ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, εrr, ðàâåí du/dr:

εrr(r) =
h

R
· 2p

64D
·
(

3
( r

R

)2 − 1
)
·R3 (3.9)

4 Ìíîãîñëîéíàÿ ïðîáëåìà

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ íà ãëîáàëüíîå ðàâíîâåñèå ñèë, (2.11), è íà D, (2.12). Ýòà ïî-
ñëåäíÿÿ ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíà òàêæå êîãäà ìîäóëü Þíãà E è/èëè êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà ν ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèåé z. Òîëüêî íàäî ïîìíèòü, ÷òî (2.11) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ ñèë è ïîýòîìó èíòåãðàöèÿ äîëæíà
áûòü ñäåëàíà îò −h/2 äî h/2, ãäå h ÿâëÿåòñÿ òîëùèíîé âñåõ ñëîåâ âìåñòå: Â ñëó÷àå
íàáîðà îòäåëüíûõ ñëîåâ, h = Σihi.

Äëÿ ïðîñòîòû, ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ èç äâóõ ñëîåâ, òîëùèíû h1 è h2, ãäå h1 > h2,
è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëè Þíãà è ïàðàìåòðû Ïóàññîíà, ñîîòâåòñòâåííî, E1, ν1 è E2,
ν2.

Ìû äîëæíû ñåé÷àñ îïðåäåëèòü D äëÿ óðàâíåíèÿ (2.13) ñëåäóþùèì îáðàçîì,
îòëè÷íûì îò äàííîãî (2.12):

D =
∫ h1−h/2

−h/2

E1z2

1− ν2
1

dz +
∫ h/2

h1−h/2

E2z2

1− ν2
2

dz (4.1)

Ïðèíèìàÿ si = Ei/(1− ν2
i ), ïîëó÷àåì:

D = (s1/3) · z3|h1−h/2
−h/2 + (s2/3) · z3|h/2

h1−h/2 (4.2)
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5 Âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóÿ Comsol

5.1 Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû
ñ ðåøåíèåì èñïîëçóÿ Comsol

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðîâåðÿåì ïðåäåë äî êîòîðîãî âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ òîíêîé ïëàñòèíû.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

w
(r

)

r

h=0.051
h=0.01
h=0.13
h=0.17
h=0.2

h=0.25
h=0.3
h=0.4
h=0.5
h=0.6
h=0.7

Ðèñ. 2: z− ïåðåìåùåíèÿ w(r) âû÷èñëåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïëàñòèíû,
óñòàíîâëåííîé ïî êðàÿì, äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé òîëùèíû h. Äëÿ íîðìàëèçàöèè
w(r) èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ (3.4) íà w(r = 0) è (2.12).

Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ 2 è 3, ïî÷òè àáñîëþòíîå ñîâïàäåíèå íàáëþäàåòñÿ ìåæäó
àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí è ñèìóëÿöèåé èñïîëüóÿ Comsol,
êîãäà òîëùèíà ïëàñòèíû ìåíüøå, ÷åì îêîëî 0, 1, òî åñòü ìåíåå ÷åì 10% å¼ ðàäèóñà.
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h=0.5
h=0.6
h=0.7

Ðèñ. 3: r− ïåðåìåùåíèÿ u(r) âû÷èñëåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïëàñòèíû,
óñòàíîâëåííîé ïî êðàÿì, äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé òîëùèíû h. Äëÿ íîðìàëèçàöèè
u(r) èñïîëüçîâàíû óðàâíåíèÿ (3.4) íà u(r = 1/

√
3) è (2.12).
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5.2 Ìóëüòèñëîéíàÿ ïðîáëåìà

 0

 0.0002

 0.0004

 0.0006

 0.0008

 0.001

 0.0012

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

w
(r

)

r

s=0
s=0.025

s=0.05
s=0.075
s=0.100
s=0.150

Ðèñ. 4: z− ïåðåìåùåíèÿ w(r) âû÷èñëåíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïëàñòèíû,
óñòàíîâëåííîé ïî êðàÿì, êîãäà ïëàñòèíà ñîñòîèò èç äâóõ ñëî¼â. Íèæíÿÿ ïëàñòèíà
èìååò òîëùèíó h = 0.51, à âåðõíèé ñëîé èìååò íåñêîëüêî çíà÷åíèé òîëùèíû s, íà÷èíàÿ
ñ 0.025 äî 0.150, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ìîäóëü Þíãà ñîñòàâëÿåò E = 10693.2 Pa äëÿ
íèæíåãî ñëîÿ è â äâà ðàçà ìåíüøå äëÿ âåðõíåãî, à êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà ν = 0.33,
îäèíàêîâû äëÿ îáîèõ ñëîåâ.
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 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1
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Ðèñ. 5: z− ïåðåìåùåíèÿ w(r) íîðìèðîâàííûå w(r = 0), ãäå w(r = 0) âû÷èñëåíû ñ ïîìî-
ùüþ òåîðèè òîíêîé ïëàñòèíêè è óðàâíåíèÿ (4.2) äëÿ äâóñëîéíîãî ñëó÷àÿ. Äàííûå,
èñïîëüçóåìûå òî÷íî òå æå, êàê íà ðèñ 4.
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5.3 Ðîëü âíåøíåé ãðàíèöû

Ðîëü âíåøíåé ãðàíèöû è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áûëè ñìîäåëèðîâàíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ 6.

2 R

D

w

h

H

w

C

c

v

Ðèñ. 6: Ìîäåëü îñåñèììåòðè÷íîé ïëàñòèíû äèàìåòðîì 2R, ñîåäèí¼ííîé ñ ïîääåðæè-
âàþùåé òðóáîé äèàìåòðîì D èç òîãî æå ìàòåðèàëà. Ñòåíêè òðóáû èìåþò òîëùèíó
w (ñ 2R + 2w = D). Ñàìà ïëàñòèíà èìååò òîëùèíó h (ñ h + v = H). Ïëàñòèíà ìîæåò
èìåòü âíóòðåííèé æåñòêèé öåíòð äèàìåòðà C è òîëùèíû c; ïàðàìåòð c ìîæåòü áûòü
ðàâåí 0. Èçó÷åííûé ýëåìåíò åñòü çàôèêñèðîâàííûé â íèæíåé ÷àñòè (òîëñòûå ÷åðíûå
ëèíèè). Íàðóæíàÿ ïîâåðõíîñòü òðóáû (êðàñíàÿ òîëñòàÿ ëèíèÿ) ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèáî
ñâîáîäíûì èëè ôèêñèðîâàííûì, êàê óêàçàíî â òåêñòå.
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Ðèñ. 7: Çíà÷åíèå òîëùèíû ñòåíêè (w) èññëåäîâàíî â ñëó÷àå ñâîáîäíîé âíåøíåé ñòåí-
êè, êîãäà íåò âíóòðåííåãî æåñòêîãî öåíòðà (c = 0). Ïîêàçàí êîìïîíåíò òåíçîðà äå-
ôîðìàöèè, εrr, êàê ôóíêöèÿ îò r, âû÷èñëåí ïî ÌÊÝ. Íàèáîëåå âåðõíÿÿ êðèâàÿ ðàñ-
ñ÷èòàíà ïðè óñëîâèè çàôèêñèðîâàíûõ ñòåíîê ïðè r = 1. Äðóãèå êðèâûå, ñ÷èòàÿ ñíèçó,
íàõîäÿòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ w. Òîëùèíà ïàíåëè ñîñòàâëÿåò h = 0.2. Ñðàâíè ñ ðè-
ñóíêîì 6 äëÿ îáúÿñíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 8: Çíà÷åíèå òîëùèíû ñòåíêè (w) èññëåäîâàíî â ñëó÷àå ñâîáîäíîé âíåøíåé ñòåí-
êè, êîãäà íåò âíóòðåííåãî æåñòêîãî öåíòðà (c = 0). Ïîêàçí êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîð-
ìàöèè, εφ, êàê ôóíêöèÿ îò r, âû÷èñëåí ïî ÌÊÝ. Íàèáîëåå âåðõíÿÿ êðèâàÿ ðàññ÷è-
òàíà ïðè óñëîâèè çàôèêñèðîâàíûõ ñòåíîê ïðè r = 1. Äðóãèå êðèâûå, ñ÷èòàÿ ñíèçó,
íàõîäÿòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ w. Òîëùèíà ïàíåëè ñîñòàâëÿåò h = 0.2. Ñðàâíè ñ
ðèñóíêîì 6 äëÿ îáúÿñíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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5.4 Çíà÷åíèå âíóòðåííåãî æåñòêîãî öåíòðà
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Ðèñ. 9: Âëèÿíèå âíóòðåííåãî æåñòêîãî öåíòðà äèàìåòðîì C íà êîìïîíåíò òåíçî-
ðà äåôîðìàöèè εrr. Òîëùèíà ïàíåëè ñîñòàâëÿåò h = 0.2. Íàèáîëåå âåðõíÿÿ êðèâàÿ
ðàññ÷èòàíà ïðè îòñóòñòâè æåñòêîãî öåíòðà. Êðèâàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå äðóãèå
ðàññ÷èòàíà äëÿ äèàìåòðà C/2 = 1, òî åñòü äèàìåòðà ïëàñòèíû. Ñðàâíè ñ ðèñóíêîì 6
äëÿ îáúÿñíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 10: Âëèÿíèå âíóòðåííåãî æåñòêîãî öåíòðà äèàìåòðîì C íà êîìïîíåíò òåíçî-
ðà äåôîðìàöèè εφ. Íàèáîëåå âåðõíÿÿ êðèâàÿ ðàññ÷èòàíà ïðè îòñóòñòâè æåñòêîãî
öåíòðà. Òîëùèíà ïàíåëè ñîñòàâëÿåò h = 0.2. Ñðàâíè ñ ðèñóíêîì 6 äëÿ îáúÿñíåíèÿ
èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 11: Çíà÷åíèå âûñîòû âíóòðåííåãî æåñòêîãî öåíòðà, c, íà êîìïîíåíò òåíçîðà
äåôîðìàöèè, εrr. Ðàäèóñ æåñòêîãî öåíòðà ñîñòàâëÿåò 0.3, à òîëùèíà ïëàñòèíêè ñî-
ñòàâëÿåò h = 0.2. Ñðàâíè ñ ðèñóíêîì 6 äëÿ îáúÿñíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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Ðèñ. 12: Âëèÿíèå âûñîòû âíóòðåííåãî æåñòêîãî öåíòðà, c, íà êîìïîíåíò òåíçîðà
äåôîðìàöèè, εφ. Ðàäèóñ æåñòêîãî öåíòðà ñîñòàâëÿåò 0.3, à òîëùèíà ïëàñòèíêè ñî-
ñòàâëÿåò h = 0.2. Ñðàâíè ñ ðèñóíêîì 6 äëÿ îáúÿñíåíèÿ èñïîëüçóåìûõ ïàðàìåòðîâ.
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5.5 Ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà â εrr(r).
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Ðèñ. 13: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εrr(r), íîðìèðîâàííûé òîëùèíîé ïëàñòèíû
h, ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ïëàñòèíû, êîãäà p = 1Pa, E = 10693Pa, à òîëùè-
íà ñòåíêè w = 2.5. Ãåîìåòðèÿ è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ òàêîå æå, êàê íà ðèñóíêå 6 (íåò
æåñòêîãî öåíòðà â ýòîì ñëó÷àå, c = 0, è H = 1). εrr(r) çàâèñèò êàê 1/h2 â êëàññè÷åñêîé
òåîðèè, è òàêèì îáðàçîì, âñå äàííûå ìàñøòàáèðóþòñÿ â ýòó âåëè÷èíó, óìíîæàÿ εrr(r)
íà h2.

Âàæíûì äëÿ íàñ åñòü ïîçèöèÿ ìàêñèìóìîâ â εrr(r).
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Ðèñ. 14: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εφ(r), íîðìèðîâàííûé òîëùèíîé ïëàñòè-
íû h, ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû ïëàñòèíû, êîãäà p = 1Pa, E = 10693Pa, à
òîëùèíà ñòåíêè w = 2.5. Ãåîìåòðèÿ è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ òàêîå æå, êàê íà ðèñóí-
êå 6 (íåò æåñòêîãî öåíòðà â ýòîì ñëó÷àå, c = 0, è H = 1). εφ(r) çàâèñèò êàê 1/h2 â
êëàññè÷åñêîé òåîðèè, è òàêèì îáðàçîì, âñå äàííûå ìàñøòàáèðóþòñÿ â ýòó âåëè÷è-
íó, óìíîæàÿ εφ(r) íà h2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíî òîæå êðèâóþ â ãðàíèöå òîíêîé
ïëàñòèíêè: εφ(r) = u/r = 2h · p

64D ·
(
r2 − 1

)
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Ðèñ. 15: Ïîçèöèÿ ìàêñèìóìà â εrr(r), Rmax(h), äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òîëùèíû
ñòåíêè (ïàðàìåòð w íà ðèñ 6). Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü èìåííî ïî òåì æå óñëîâèÿì,
÷òî ýòè íà ðèñ 13. Â ñëó÷àå òîëùèíû ñòåíêè w = 2.5 è w = 4.5 ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò.
Ïîêàçàííûé íàáîð ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîçèöèþ ìàêñèìóìà äëÿ ëþáîé
êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ (w, h), ïîêà îòíîøåíèå R/H ðàâíî 1.
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Ðèñ. 16: Êàê íà ðèñóíêå 15, òîëüêî îòíîøåíèå R/H ðàâíî 2.
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5.6 Ðîëü ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñòåíîê.
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Ðèñ. 17: εrr(r) ñðàâíåíî äëÿ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñòåíîê çàôèêñèðîâàíîé è ñâîáîä-
íîé.
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Ðèñ. 18: Âíåøíàÿ ïîâåðõíîñò ñòåíîê çàôèêñèðîâàíàÿ.
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5.7 Äèàïàçîí ëèíåéíîñòè îä äàâëåíèÿ

Òèòàíîâûå ñïëàâû ìîãóò èìåòü ïðåäåë ýëàñòè÷íîé ïðî÷íîñòè îò 950 ÌÏà èëè áîëåå,
è âîçìîæíîñòü óïðóãèõ äåôîðìàöèé äî îêîëî 1.6% èëè áîëüøå.

Ïðåäåë òåêó÷åñòè äëÿ Òèòàíà ñîñòîèò "òîëüêî"275. Ñïëàâû Òèòàíà ìîãóò èìåò
â 4 ðàçà âûøå ïðåäåë òåêó÷åñòè.

Ìû ìîæåì ñ óâåðåííîñòüþ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ëþáûå ðàñ÷åòû íà îñíîâå ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòè ìåæäó äåôîðìàöèåé è íàïðÿæåíèåì äîëæíû ïîäâåðãàòñÿ îøèáêàì
ïðè äàâëåíèÿõ áîëüøå îêîëî 100 ÌÏà.

Îäíàêî, íåëèíåéíûå ýôôåêòû áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü ïðè äàâëåíèÿõ çíà÷èòåëüíî
íèæå èç-çà íåëèíåéíîé ôîðìû äåôîðìàöèé ìåìáðàíû (òåîðèÿ òîíêèõ ïëàñòèíîê íå
ó÷èòûâàåò ýòèõ ýôôåêòîâ).

5.8 Ìàêñèìàëüíîå íàïðÿæåíèå

Îäíèì èç êðèòåðèåâ, èñïîëüçîâàííûõ â âû÷èñëåíèÿõ, êîãäà ìàòåðèàë ëîìàåòñÿ, åñòü
òàê íàçûâàåìûé êðèòåðèé ôîí-Ìèçåñà, êîòîðûé ïðèíèìàåò âî âíèìàíèå, ÷òî ìàòå-
ðèàë ñòàíîâèòñÿ ïëàñòè÷íûì ïðè åùå áîëåå íèçêèõ íàïðÿæåíèÿõ, åñëè áóäóò ïðèìå-
íÿòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ â äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ.

Íàïðÿæåíèÿ ôîí-Ìèçåñà ïîêàçàíû íà ðèñ 19 äëÿ ìîäåëè ñ ãåîìåòðèåé áëèçêîé
ê ðåàëüíîé. Ñìîòðè íà ðèñóíîê 6 äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Åäèíèöû â ìèëëèìåò-
ðàõ: D = 9.2, h = 0.51, C = 2.8, R = 2.9, c = 1.49, H = 4.0.

Êðèâûå çäåñü ïîêàçûâàò íàïðÿæåíèÿ ôîí-Ìèçåñà íà ïîâåðõíîñòè, â öåíòðå ïëà-
ñòèíû, è íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè (z = 0 ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé ïîâåðõíîñòè, à z = −0.51
íèæíåé ïîâåðõíîñòè).

Äàâëåíèå ïðèëîæåííîå 1, à ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà êàê äëÿ òèòàíà: E = 106 è
ν = 0.34.

Ãðàôèêè íîðìèðîâàííûå ïðèëîæåííûì äàâëåíèåì.
Îãðîìíûå ïèêè âáëèçè æ¼ñòêîãî öåíòðà è ãðàíèö ìåìáðàíû, âåðîÿòíî, èç-çà

íåòî÷íîñòè â ðàñ÷åòàõ. Òåì íå ìåíåå, ýòè äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñëåäóåò îæèäàòü
íàïðÿæåíèÿ âíóòðè ìàòåðèàëà áîëüøåãî ïî êðàéíåé ìåðå â 10 èëè 20 ðàç ïðèëîæåí-
íîãî äàâëåíèÿ.
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Ðèñ. 19: Ñðàâíè ñ ðèñóíêîì 6 äëÿ îáÿñíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Åäèíèöû â ìèëëèìåòðàõ:
D = 9.2, h = 0.51, C = 2.8, R = 2.9, c = 1.49, H = 4.0. Äàâëåíèå ïðèëîæåííîå 1, à ïàðàìåòðû
ìàòåðèàëà êàê äëÿ òèòàíà: E = 106 è ν = 0.34. Ãðàôèêè íîðìèðîâàííûå ïðèëîæåííûì
äàâëåíèåì.
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Ðèñ. 20: Òèïè÷íûå äåôîðìàöèè äëÿ ïàðàìåòðîâ, êàê îïèñàíî íà ðèñóíêå 19. Äå-
ôîðìàöèÿ íå â ìàñøòàáå, è ñèëüíî ïðåóâåëè÷åíû, äëÿ ëó÷øåé èëëþñòðàöèè. Êàðòà
öâåòîâ ñ ïðàâîé ñòîðîíû îïèñûâàåò àáñîëþòíûå âåëè÷èíû äåôîðìàöèè. Ïðèëîæåí-
íîå äàâëåíèå ñîñòàâëÿåò 1.
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Ðèñ. 21: Íàïðÿæåíèÿ ôîí-Ìèçåñà âáëèçè óãëà ñ æ¼ñòêèì öåíòðîì (x = −1.4 è y = 3.49,
â mm), äëÿ ïàðàìåòðîâ êàê îïèñàíî íà ðèñóíêå 19 è ïðèëîæåííîãî äàâëåíèÿ 1.
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5.9 Ìåìáðàíà ñ ïðèïîåì íà ïîâåðõíîñòè

Ïðèïîé íà ðåàëüíûå óñòðîéñòâà òîëùèíîé îêîëî 0, 04. Ìû íå çíàåì åãî ìîäóëÿ Þíãà,
à äëÿ îáùåãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìû ïðåäïîëàãàåì E = 30 è ν = 0.34. Ìû ïðåäïîëàãàåì
ðàçìåðû êàê íà ðèñ 6 (â mm): D = 9.2, h = 0.51, C = 2.8, R = 2.9, c = 1.49, H = 4.0.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî ñëîé ïðèïîÿ èìååò ðàäèóñ 4.6.
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Ðèñ. 22: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè, εrr(r), êîãäà ïðèñóòñòâóåò ñëîé ïðèïîÿ,
äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé åãî òîëùèíû s, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

5.10 "Äåéñòâèòåëüíûå"äàò÷èêè - εrr(r), εφ(r), à ðîëü ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ñòåíîê.
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Ðèñ. 23: Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû "äåéñòâèòåëüíûõ"äàò÷èêîâ

43



-4e-07

-3e-07

-2e-07

-1e-07

 0

 1e-07

 2e-07

 3e-07

 4e-07

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5

ε r
r(

r)

r

S=0.22
S=0.25
S=0.30
S=0.34
S=0.38
S=0.55
S=0.80
S=1.10

Ðèñ. 24: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εrr(r), ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû
ïëàñòèíû S (â mm, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, äëÿ "äåéñòâèòåëüíîãî"äàò÷èêà.
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Ðèñ. 25: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εφ(r), ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû
ïëàñòèíû S (â mm, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, äëÿ "äåéñòâèòåëüíîãî"äàò÷èêà.
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Ðèñ. 26: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εrr(r) · S2, ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ òîë-
ùèíû ïëàñòèíû S (â mm, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, äëÿ "äåéñòâèòåëüíîãî"äàò÷èêà.
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Ðèñ. 27: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εφ(r)·S2, ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû
ïëàñòèíû S (â mm, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, äëÿ "äåéñòâèòåëüíîãî"äàò÷èêà.
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Ðèñ. 28: Êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè εrr(r) è εφ(r), ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷å-
íèÿõ òîëùèíû ïëàñòèíû S (â mm, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, äëÿ "äåéñòâèòåëüíî-
ãî"äàò÷èêà.
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Ðèñ. 29: Êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè εφ(r), ïðè íåñêîëüêèõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû
ïëàñòèíû S (â mm, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå, äëÿ "äåéñòâèòåëüíîãî"äàò÷èêà.
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Ðèñ. 30: Ïîëîæåíèå ìàêñèìóìîâ â εrr(r) è εφ(r), Rmax(h) äëÿ "äåéñòâèòåëü-
íûõ"äàò÷èêîâ.
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