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Wyktad Il

Numeryczne rozwigzywanie rownan
rozniczkowych.
MES, Metoda Elementow Skonczonych
(FEM, Finite Element Method).
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Dlaczego rownania rézniczkowo-catkowe oraz FEM?:

- sg to bowiem najszerzej spotykane | stosowane kategorie
problemow w inzynieryjnym modelowaniu komputerowym

Przyktady: rozchodzenie sie ciepta w turbinie silnika odrzutowego,
wnikanie tlenu do stali i zjawisko korozji, wnikanie domieszek do potprzewodnika —
rownania dyfuzji.

Rozktad pola elektromagnetycznego wokot anteny nadawczej, rozktad pola
elektrycznego w naczyniu z elektrolitem — rownania Maxwella
Drgania membrany piezoelektrycznej — rownania Laplaca opisujgce naprezenia w
materiale

Wiekszosc obliczen sprowadza sie do catkowania i rozniczkowania

Wygodnag metodg do tego jest metoda elementow skonczonych
(MES, FEM)
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Przyktad numerycznego catkowania (w Python):

iIntegral00.py < link

Przyktad numerycznego rézniczkowania:

differential00.py <« link
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http://nanophysics.pl/teaching/metody_programowania/integral00.py
http://nanophysics.pl/teaching/metody_programowania/differential00.py
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Co jest wspolne w obu przyktadach?
Tworzenie sieci (mesh) punktow w przestrzeni wspotrzednych, na
ktorych wykonywane sg obliczenia.
Wykorzystajmy te metode do rozwigzania skomplikowanego rownania

rozniczkowego,

nieliniowego réwnania dyfuzji
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Opis problemu: nieliniowe rownanie dyfuzji:
ﬂ i E w1
ot or \Ox

WarunKki:

Przyjmujemy, idealizujgc problem, iz materiat rozcigga sie od minus do plus
nieskonczonosci w kierunkach y-z oraz od -1 do +1 w kierunku x.

Przewodnictwo materiatu jest nieliniowa, potegowa funkcjg pradu. Wtedy wnikanie
pola magnetycznego do materiatu opisywane jest powyzszym czastkowym réwnaniem
rozniczkowym.

Warunki brzegowe: { to istotna czes$¢ definicji problemu przy rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych }
W chwili t=0 pole magnetyczne wewnatrz materiatu = 0O;

W chwili t=0 przyktadany nagle pole magnetyczne, rownolegte do powierzchni, o
wartosci B=1.
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Sposob na numeryczne rozwigzanie nieliniowego rownania
dyfuzji. Jak sformutowac problem numerycznie?

o5 o [(98\*M
ot or \ox

Zapiszmy powyzsze rownanie w formie

czesciowo roznicowej (NIE rozniczkowej):
Albo w formie tylko réznicowej: A (AR
AP = ' - At
Ar \ Ax

Stworzmy siatke punktow:

Wzdtuz wspotrzednej x beda indeksowane wskaznikiem |
Wzdluz wspotrzednej t beda indeksowane wskaznikiem |

Wtedy mozemy zapisac ostatnie rownanie w ten sposob:

8li, g+ 1) = Bli, )+ a- (8l + 1,51 = Bli ) = (80, 4] = Bli = 1,5)"")
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Nieliniowe réwnanie dyfuzji: kod w Pascalu

FOR ts:=0 TO maxTsteps DO { dwie petle FOR...TO, jedna wewnatrz drugiej }
BEGIN({ f[xs,ts] to tablica przechowujgca chwilowe wartosci pola magnetycznego, o rozmiarze maxXsteps x maxTsteps }
FOR xs:=0 TO (maxXsteps) DO
BEGIN
f[xs,ts]:=0; {xs zmienia sie od 0 do maxXsteps, a tx od 0 do maxTsteps }
END;
END;

FOR ts:=0 TO maxTsteps DO BEGIN f[0,ts]:=1; fimaxXsteps,ts]:=1; END; { Na brzegach ustawiamy wartosc rownag 1 }

step:=0;
REPEAT {gtdbwna petla obliczeniowa }
FOR ts:=0 to maxTsteps-1 DO
BEGIN
FOR xs:=1 to (maxXsteps-1) DO
BEGIN { obliczamy pochodna }
f[xs,ts+1]:=f[xs,ts]+a*( pwr(f[xs+1,ts] - f[xs,ts], kappa+1) -pwr(f[xs,ts] - f[xs-1,ts], kappa+1l) );
END;
END;

FOR xs:=0 TO maxXsteps DO f[xs,0]:=f[xs,maxTsteps]; { na wszelki wypadek; chyba niepotrzebne }

IF (step=19) OR (step=49) THEN
SaveBeta((step+1)*maxTsteps); { zapisujemy dane na dysku }

inc(step);
UNTIL step=maxSTEP; { koniec gtdwnej petli obliczeniowej }
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Istnieje pracujaca wersja tego kodu w jezyku Python:
dyfuzja.py - link
A takze wersja w JavaScript:
dyfuzja.html link
By samemu poproébowac zabawy z kodem w JavaScript, trzeba
zapisac kopie kodu dyfuzja.html na dysku wikasnego komputera, a

nastepnie zmieniac¢ parametry w kodzie i odSwierzac zawartosc
strony
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http://nanophysics.pl/teaching/metody_programowania/dyfuzja.py
http://nanophysics.pl/teaching/metody_programowania/dyfuzja.html
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1 1 A - == : ; ‘ |
Rozwiazania rownania dyfuzji 25 _ 9 (ﬂ) '
ot dr \Jx

K=0.001
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1 1 A - == : ; ‘ |
Rozwiazania rownania dyfuzji 25 _ 9 (ﬂ) '
ot dr \Jx

K=0.4
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1 1 A - == : ; ‘ |
Rozwiazania rownania dyfuzji 25 _ 9 (ﬂ) '
(It dr \dzx

K=1.0
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W jaki sposob zwiekszy¢ doktadnosc¢ obliczen?
1. Wiecej punktow sieci. Ale to prowadzi szybko do spowolnienia obliczen.

2. Do obliczania pochodnych czy catek przyblizamy wartosci funkcji w
sasiednich punktach przy pomocy dopasowania prostych funkcji, choCby
funkcji parabolicznej. Dla prostych funkcji znamy ich pochodne lub caiki.
Przykiad:

Pierwsze przyblizenie:

BEGIN { obliczamy pochodng }
f[xs,ts+1]:=f[xs,ts]+a*( pwr(f[xs+1,ts] - f[xs,ts], kappa+1) -pwr(f[xs,ts] - f[xs-1,ts], kappa+l) );
END;

Lepsze przyblizenie z wykorzystaniem funkcji parabolicznej(nastepna
strona):
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W jaki sposob zwiekszy¢ doktadnosc¢ obliczen?
Lepsze przyblizenie z wykorzystaniem funkcji parabolicznej:

Mamy trzy punkty (x1, x2, x3) odlegte o Dx. Wartosci funkcji w tych punktach sg f1,
f2, f3. Znajdujemy réwnanie paraboli przechodzacej przez te punkty: f(x)= alf * x*2 +
bet *x +c

PASCAL
FUNCTION alpha(fl, f2, f3, DeltaX: Double): Double;
BEGIN
alpha := (f3-2*f2 + f1)/(2*DeltaX*DeltaX);
END;

FUNCTION beta(f2, 3, x2, al, DeltaX: Double): Double;
BEGIN

beta := (f3-f2)/DeltaX - al * (x2*2 + DeltaX);
END;

Pochodna f(x) bedzie 2*alf*x + bet . Doktadniejszy kod:

al:=alpha(f[xs-1,ts], f[xs,ts], f[xs+1,ts], Dx);
bet:=beta(f[xs,ts], f[xs+1,ts], xs*Dx, al, Dx);
deriv:= 2*al*xs*Dx+bet;
f[xs,ts+1]:=f[xs,ts]+a*( pwr(deriv, kappa))*al;
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W jaki sposoOb zwiekszyC jeszcze bardziej doktadnos¢ obliczen?

Zamiast trzech punktow sgsiednich stosowac piec, siedem, lub wiecej, dla
przyblizania funkcji. Stosowac mozna wielomiany Legandre'a, itp.

W przypadku wiekszych pochodnych konieczne jest stosowanie wiekszej
ilosci punktow.

Centrum Naukowo-Dydaktyczne Mikroelektroniki i Nanotechnologii Uniwersytetu Rzeszowskiego



komputerowe wspomaganie zbigniew koziot

Jednakowoz ...

Przyktad tutaj przedstawiony, pewnej metody rozwigzywania nieliniowego
rownania dyfuzji, nadaje sie do rozwigzywania tylko pewnej szczegolnej
klasy problemow.

W przypadku ogolniejszym, rdwnania rozniczkowe czy catkowe rozwigzuje
sie numerycznie w metodzie MSE (FEM) catkiem inaczej, poprzez
rozwigzywanie rownan algebraicznych, operacje na macierzach.

O tym w nastepnym odcinkul...
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